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ESCP-HEC VOIE S 2017 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 2017

ESCP-HEC VOIE SCIENTIFIQUE

CORRIGE

Partie I : une démonstration probabiliste de la formule de Stirling.

1−a)

Posons u = n(1− x) ; du = −ndx ; x = n− u
n

.

In = − 1
n

∫ 0

n

(
u
n exp(n− u

n )
)n

du = 1
n

∫ n

0

un

nn
exp(n− u)du.

In = en

nn+1

∫ n

0

une−udu

b)

Soit h(x) = x+ ln(1− x) + x2

2
pour x ∈ [0, 1[. La fonction h est dérivable sur [0, 1[ ;

∀x ∈ [0, 1[, h′(x) = 1− 1
1− x

+ x = −x2
1− x

≤ 0

La fonction h est décroissante, h(0) = 0, donc h(x) ≤ 0.

∀x ∈ [0, 1[, x+ ln(1− x) ≤ −x
2

2

c)

D’après le b), pour x ∈ [0, 1[, ln(1 − x) ≤ −x − x2

2
. Par croissance de l’exponentielle,

0 < 1− x ≤ e−x exp(−x
2

2
) ⇐⇒ 0 < (1− x)ex ≤ exp(−x

2

2
).

Donc, pour x ∈ [0, 1], 0 ≤ (1−x)ex ≤ exp(−x
2

2
) ; par croissance de la fonction t 7→ tn sur

R+, on obtient 0 ≤
(
(1− x)ex

)n

≤ exp(−nx
2

2
) ⇐⇒ 0 ≤ (1− x)nenx ≤ exp(−nx

2

2
).

Les bornes de In sont dans l’ordre croissant ; on intègre cet encadrement :

0 ≤ In ≤
∫ 1

0

exp(−nx
2

2
)dx.

∀x ∈ R+, exp(−nx
2

2
) ≥ 0, donc

∫ 1

0

exp(−nx
2

2
)dx ≤

∫ +∞

0

exp(−nx
2

2
)dx.

Par suite : 0 ≤ In ≤
∫ +∞

0

exp(−nx
2

2
)dx. (1.c)

Posons t = x
√
n ; le changement est C1, strictement croissant, donc licite. dx = 1√

n
dt.
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2 ESCP-HEC VOIE S 2017

∫ +∞

0

exp(−nx
2

2
)dx = 1√

n

∫ +∞

0

exp(− t
2

2
)dt

=

√
2π√
n

∫ +∞

0

1√
2π

exp(− t
2

2
)dt

=

√
2π

2
√
n

∫ +∞

−∞

1√
2π

exp(− t
2

2
)dt car t 7→ exp(− t

2

2
) est paire

=

√
2π

2
√
n

=

√
π
2n

L’encadrement (1.c) donne

∀n ≥ 1, 0 ≤ In ≤
√ π

2n

2−a)

x ∈ ]0, 1[=⇒ h∗n(x) =
(
(1− x)ex

)n

> 0. Donc

H(x) = −2
lnh∗n(x)

nx2
= − 2n

nx2

(
ln(1− x) + x

)
.

On effectue un développement limité à l’ordre 2 de ln(1− x).

ln(1− x) + x = −x− x2

2
+ o(x2) + x = −x

2

2
+ o(x2).

H(x) = − 2
x2

(
− x2

2
+ o(x2)

)
= 1 + 0(1).

lim
x→0

H(x) = 1 ; on posera, par la suite, H(0) = 1

b)

La fonction g est C∞ sur ]0, 1[ ;

g′(x) = − ln(1− x)− x ≥ x2

2
> 0 d’après 1−b). La fonction g est strictement croissante

sur ]0, 1[, g(0) = 0, donc ∀x ∈ ]0, 1[, g(x) > 0.

g′′(x) = x
1− x

> 0.

La fonction g est convexe et strictement positive sur ]0, 1[

c)

H(x) = −2
ln(1− x) + x

x2

H ′(x) = −2
x2( −1

1−x + 1)− 2x(ln(1− x) + x)

x4

= −2 1
x4

(
− x3

1− x
− 2x ln(1− x)− 2x2

)
= 2 1

x3

(
x2

1− x
+ 2 ln(1− x) + 2x

)
= 2 1

x3(1− x)

(
− x2 + 2(1− x) ln(1− x) + 2x

)
4 1
2x3(1− x)

(
(1− x) ln(1− x) + x− x2

2

)
H ′(x) = 4

g(x)

x3(1− x)
; H est croissante strictement sur ]0, 1[, donc sur [0, 1[ par continuité

en 0.

H(0) = 1 ; lim
x→1−

ln(1− x) = −∞ =⇒ lim
x→1−

(−2
ln(1− x) + x

x2
) = +∞.
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ESCP-HEC VOIE S 2017 3

La fonction H réalise une bijection strictement croissante de [0, 1[ sur son image [1,+∞[

3−a)

La suite définie par un = 1
3√
n+ 1

convient.

b)

lim
n→+∞

un = 0 =⇒ lim
n→+∞

H(un) = H(0) = 1 par continuité de H au point 0.

lim
n→+∞

vn = 1

c)

hn(x) ≥ 0 ; un < 1, donc
∫ 1

0

hn(x) ≥
∫ un

0

hn(x)dx ; donc In ≥
∫ un

0

exp(−nx
2

2
H(x))dx.

0 ≤ x ≤ un < 1 ⇐⇒ H(x) ≤ H(un) par stricte croissance de H sur [0, 1[ ; par suite

−H(x) ≥ −vn, donc −nx
2

2
H(x) ≥ −nx

2

2
vn, puis par croissance de l’exponentielle,

exp(−nx
2

2
H(x)) ≥ exp(−nx

2

2
vn). Les bornes d’intégration sont dans l’ordre croissant

donc
∫ un

0

exp(−nx
2

2
H(x))dx ≥

∫ un

0

exp(−nx
2

2
vn)dx et par suite In ≥

∫ un

0

exp(−nx
2

2
vn)dx

Posons y = x
√
nvn ; dy =

√
nvndx, donc

∫ un

0

exp(−nx
2

2
vn)dx = 1√

nvn

∫ un
√
nvn

0

exp(−y
2

2
)dy

In ≥ 1√
nvn

∫ un
√
nvn

0

exp(−y
2

2
)dy

d)

On a donc l’encadrement suivant : 1√
nvn

∫ un
√
nvn

0

exp(−y
2

2
)dy︸ ︷︷ ︸

=Jn

≤ In ≤
√ π

2n
(3.d)

Jn =

√
2π√
nvn

∫ un
√
nvn

0

1√
2π

exp(−y
2

2
)dy.

lim
n→+∞

vn = 1 =⇒
√
2π√
nvn

∼
(n→+∞)

√
2π√
n

;

un
√
nvn ∼

(n→+∞)
un

√
n, donc lim

n→+∞
un

√
nvn = +∞. Par conséquent,

lim
n→+∞

∫ un
√
nvn

0

1√
2π

exp(−y
2

2
)dy =

∫ +∞

0

1√
2π

exp(−y
2

2
)dy = 1

2
d’après la loi normale centrée

réduite. Il en résulte que Jn ∼
(n→+∞)

1
2

√
2π√
n

=

√
π
2n

.

D’après l’encadrement (3.d),

In ∼
(n→+∞)

√ π
2n

4−a)
D’après la cours, par stabilité des lois gamma, la variable Sn suit la loi Gamma de
paramètre (1, n), dite loi de Erlang.

Une densité de Sn est fSn
(x) =

{
0 si x < 0
xn−1

(n− 1)!
e−x si x ≥ 0

page 3 Jean MALLET c⃝ EDUKLUB SA
Tous droits de l’auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Fichier généré pour Groupe IPESUP (groupe.ipesup1@gmail.com), le 11/04/2019



4 ESCP-HEC VOIE S 2017

On applique le théorème de la limite centrée : en effet, Sn est la somme de n variables
indépendantes, de même loi, possédant une espérance et une variance > 0. D’après
le cours, E(Sn) = n et V (Sn) = n.

Alors la variable S∗
n =

Sn − n√
n

converge en loi vers une variable qui suit la loi normale

centrée, réduite.

∀x ∈ R, lim
n→+∞

P (Sn∗ ≤ x) = Φ(x). Pour x = 0, lim
n→+∞

P (S∗
n ≤ 0) = Φ(0) = 1

2
. Or

S∗
n ≤ 0 ⇐⇒ Sn ≤ n.

lim
n→+∞

P (Sn ≤ n) = 1
2

b)

∀ε > 0, P (|Un | ≥ ε) = P
(∣∣∣ Tn+1√

n

∣∣∣ ≥ ε
)

= P
(Tn+1√

n
≥ ε

)
car Tn+1 ≥ 0

= P (Tn+1 ≥ ε
√
n) car

√
n > 0

=

∫ +∞

ε
√
n

e−tdt = e−ε
√
n

lim
n→+∞

P (
∣∣∣Un

∣∣∣ ≥ ε) = 0. La suite (Un) converge en probabilité vers 0

c)
Sn+1 − n√

n
=
Sn − n√

n
+
Tn+1√
n

= S∗
n +

Tn+1√
n
.

Appliquons le théorème de Slutsky : la suite (S∗
n) converge en probabilité vers

une variable S qui suit la loi normale centré réduite ; la suite (
Tn+1√
n

) converge en

probabilité vers 0, donc la suite (S∗
n +

Tn+1√
n

) converge en loi vers S.

lim
n→+∞

P (Sn+1 ≤ n) = 1
2

5)

P (Sn+1 ≤ n) =

∫ n

0

xn

n!
e−xdx = nn+1

en
1
n!
In d’après la question 1−a). Or In ∼

(n→+∞)

√ π
2n

d’après la question 3−d), par suite lim
n→+∞

(Sn+1 ≤ n) = 1
2
=⇒ lim

n→+∞
nn+1

en
1
n!

√
π
2n

= 1
2
.

Donc nn+1

enn!

√
π
2n

∼
(n→+∞)

1
2
⇐⇒ n! ∼

(n→+∞)

nn+1

en

√
4π
2n

.

n! ∼
(n→+∞)

nne−n
√
2πn

Partie II : quelques propriétés de la loi de Cauchy.

6−a)
Pour x ∈ ]− π

2
, π
2
[.

y = Arctan(x) ⇐⇒ x = tan(y)
⇐⇒ −x = tan(−y) car la fonction tangente est impaire
⇐⇒ −y = Arctan(−x)
⇐⇒ −Arctan(x) = Arctan(−x)

page 4 Jean MALLET c⃝ EDUKLUB SA
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ESCP-HEC VOIE S 2017 5

La fonction Arctan est impaire

b)

La fonction Arctan est de classe C∞ sur R puisque sa dérivée x 7→ 1
1 + x2

est de classe

C∞ sur R.
On peut appliquer la formule de Taylor-Young qui résulte de la formule de Taylor-
Lagrange avec reste intégral.

Arctan′(x) = 1
1 + x2

, Arctan′′(x) = − 2x
(1 + x2)2

, Arctan′′′(x) = 2 3x2 − 1
(1 + x2)3

.

Arctan(x) = Arctan(0)+xArctan′(0)+ x2

2
Arctan′′(0)+ x3

6
Arctan′′′(0)+o(x3) = x− 1

3
x3+o(x3)

Remarque : on peut aussi partir de 1
1 + t2

= 1−t2+o(t2), donc
∫ x

0

1
1 + t2

dt = x− 1
3
x3+o(x3)

ce qui donne Arctan(x)−Arctan(0) = x− x3

3
+ o(x3).

c)

On applique l’inégalité des accroissements finis à la fonction Arctan entre 0 et x, pour
x ≥ 0.

Sur [0, x], 1
1 + x2

≤ 1
1 + t2

≤ 1 ce qui implique 0 ≤ Arctan′(t) ≤ 1. On obtient alors

0 ≤ Arctan(x)−Arctan(0) ≤ x

∀x ≥ 0, 0 ≤ Arctan(x) ≤ x

Remarque : 0 ≤ 1
1 + t2

≤ 1, donc pour x ≥ 0, 0 ≤
∫ x

0

1
1 + t2

dt ≤
∫ x

0

dt, ce qui donne le

résultat.

d)

x 7→ 1
x est dérivable sur R∗

+ ; la fonction Arctan est dérivable sur R, donc par

composition x 7→ Arctan( 1x ) est dérivable sur R∗
+.

La fonction f définie par f(x) = Arctan(x) + Arctan( 1x ) est dérivable sur R∗
+.

∀x > 0, f ′(x) = 1
1 + x2

+
− 1

x2

1 + ( 1
x2 )

= 1
1 + x2

− 1
1 + x2

= 0. Donc f est constante.

lim
x→0

Arctan(x) = 0 et lim
x→0+

1
x = +∞ =⇒ lim

x→0+
Arctan( 1x ) =

π
2
.

∀x > 0, Arctan(x) + Arctan( 1x ) =
π
2

7−a)

Notons h(x) = 1
π × 1

1 + (x− θ)2
;

La fonction h est positive, continue sur R en tant que fraction rationnelle dont le
dénominateur ne s’annule pas.

I =

∫ +∞

−∞

1
π×

1
1 + (x− θ)2

dx =

∫ +∞

−∞

1
π×

1
1 + t2

dt en posant t = x−θ, changement de variable

C1 strictement croissant.∫ +∞

−∞

1
π × 1

1 + t2
dt = 2

∫ +∞

0

1
π × 1

1 + t2
dt car la fonction que l’on intègre est paire.
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6 ESCP-HEC VOIE S 2017

2

∫ +∞

0

1
π × 1

1 + t2
dt = 2

π lim
x→+∞

∫ x

0

1
1 + t2

dt = 2
π lim

x→+∞

(
Arctan(x)−Arctan(0)

)
= 2
π
π
2
= 1.

La fonction h est une densité de probabilité

b)

xh(x) ∼
(x→+∞)

1
π
1
x
. L’intégrale

∫ +∞

1

1
xdx est divergente de manière évidente ; par

équivalence des fonctions continues positives, l’intégrale
∫ +∞

1

xh(x)dx diverge, donc∫ +∞

−∞
xh(x)dx diverge.

La variable X n’admet pas d’espérance

c)

8−a)

∀x ∈ R, FX(x) = 1
π

∫ x

−∞

1
1 + (u− θ)2

du on pose t = u− θ

= 1
π

∫ x−θ

−∞

1
1 + t2

dt = 1
π lim

y→−∞

∫ x−θ

y

1
1 + t2

dt

= 1
π lim

y→−∞

(
Arctan(x− θ)−Arctan(y)

)
= 1
π

(
Arctan(x− θ) + π

2

)
∀x ∈ R, FX(x) = 1

2
+ 1
π Arctan(x− θ)

b)

FX(x) = 1
2
⇐⇒ Arctan(x− θ) = 0 ⇐⇒ x− θ = 0 par bijectivité de la fonction Arctan

La variable X admet une médiane théorique : m = θ

Partie III : la loi de la moyenne empirique.

9−a)∫ +∞

−∞
φn,x(t)dt =

∫ +∞

−∞

1
(1 + t2)(1 + (x− nt)2)

dt. L’intégrale est impropre uniquement en

−∞ et +∞ car la fonction φn,x est continue sur R.

φn,x(t) ∼
(t→±∞)

1
n2t4

.
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Les intégrales
∫ −1

−∞

1
n2t4

dt et
∫ +∞

1

1
n2t4

dt convergent, donc par équivalence des fonctions

continues positives, les intégrales
∫ −1

−∞
φn,x(t)dt et

∫ +∞

1

φn,x(t)dt convergent,∫ +∞

−∞
φn,x(t)dt converge

b)

Soit (a, b) ∈ R2 et I(a, b) =
∫ b

a

(
2t

1 + t2
− 2n(nt− x)

1 + (x− nt)2

)
dt. Par linéarité de l’intégration,

I(a, b) =

∫ b

a

2t
1 + t2

dt−
∫ b

a

2n(nt− x)

1 + (x− nt)2
dt

= ln(1 + b2)− ln(1 + a2)−
(
ln(1 + (x− nb)2)− ln(1 + (x− na)2)

)
= ln( 1 + b2

1 + (x− nb)2
)− ln( 1 + a2

1 + (x− na)2
)

lim
b→+∞

1 + b2

1 + (x− nb)2
= 1
n2

=⇒ lim
b→+∞

ln( 1 + b2

1 + (x− nb)2
) = ln( 1

n2
) = −2 lnn par continuité de

la fonction ln au point 1
n2
.

lim
a→−∞

1 + a2

1 + (x− na)2
= 1

n2
=⇒ lim

a→−∞
ln( 1 + a2

1 + (x− na)2
) = −2 lnn par continuité de la

fonction ln au point 1
n2
.

L’intégrale
∫ +∞

−∞
ψn,x(t)dt converge et vaut 0

c)

φn,x(t) = 1
σn,x

(
2nxt
1 + t2

+ 1 + x2 − n2

1 + t2
− 2n3xt

1 + (x− nt)2
+
n2(3x2 + n2 − 1)

1 + (x− nt)2

)
= 1
σn,x

(
nx( 2t

1 + t2
− 2n(nt− x)

1 + (x− nt)2
) + 1 + x2 − n2

1 + t2
+
n2(x2 + n2 − 1)

1 + (x− nt)2

)
Par linéarité des intégrales convergentes,∫ +∞

−∞
φn,x(t)dt = 1

σn,x

(∫ +∞

−∞
ψn,x(t)dt+

∫ +∞

−∞

1 + x2 − n2

1 + t2
dt+

∫ +∞

−∞

n2(x2 + n2 − 1)

1 + (x− nt)2
dt
)

= 1
σn,x

(∫ +∞

−∞

1 + x2 − n2

1 + t2
dt+

∫ +∞

−∞

n2(x2 + n2 − 1)

1 + (x− nt)2
dt
)

∫ +∞

−∞

1 + x2 − n2

1 + t2
dt = (1 + x2 − n2)π d’après la question 7−a)∫ +∞

−∞

1
1 + (x− nt)2

dt = 1
n

∫ +∞

−∞

1
1 + u2

du = π
n
. (on a posé u = x− nt)∫ +∞

−∞

1 + x2 − n2

1 + t2
dt+

∫ +∞

−∞

n2(x2 + n2 − 1)

1 + (x− nt)2
dt = (1 + x2 − n2)π + n(x2 + n2 − 1)π

= π
(
x2(n+ 1) + (1− n2) + n(n2 − 1)

)
= π(n+ 1)(x2 + 1− n+ n(n− 1))
= π(n+ 1)(x2 + (n− 1)2)∫ +∞

−∞
φn,x(t)dt =

1
(x2 + (n+ 1)2)(x2 + (n− 1)2)

π(n+ 1)(x2 + (n− 1)2) =
(n+ 1)π

x2 + (n+ 1)2

10−a)
∀x ∈ R, FY (x) = P (X − θ ≤ x) = P (X ≤ x+ θ) = FX(x+ θ).
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8 ESCP-HEC VOIE S 2017

∀x ∈ R, FY (x) =
1
2
+ 1
π Arctan(x) : Y suit la loi de Cauchy C0

b)

Déterminons une densité de S2 = Y1+Y2 On peut appliquer le produit de convolution
car l’une au moins des densités de Y1 et Y2 est bornée.

∀x ∈ R, fS2(x) =

∫ +∞

−∞
fY1(t)fY2(x− t)dt

= 1
π2

∫ +∞

−∞

1
1 + t2

1
1 + (x− t)2

dt

= 1
π2φ1,x = 1

π2
2π

x2 + 4
= 2
π

1
x2 + 4

d’après le résultat précédent

∀x ∈ R, FS2(x) = 2
π

∫ x

−∞

1
t2 + 4

dt

= 1
2π

∫ x

−∞

1

( t
2
)2 + 1

dt on pose u = t
2
; changement licite

= 1
π

∫ x
2

−∞

1
1 + u2

du = 1
π (Arctan(

x
2
) + π

2
)

∀x ∈ R, FY 2
(x) = P (

S2

2
≤ x) = P (S2 ≤ 2x) = 1

2
+ 1
π Arctan(x).

La variable Y 2 suit la loi de Cauchy C0

c)

Procédons par récurrence : soit H(n) la propriété : la fonction de répartition de Sn

est x 7→ 1
2
+ 1
π Arctan(xn ) ;

La propriété H(n) est satisfaite pour n = 1 et n = 2.

Supposons H(n) satisfaite pour un entier naturel non nul donné :

∀x ∈ R, FSn
(x) = 1

2
+ 1
π Arctan(xn ) ; donc fSn

(x) = 1
nπ

1

1 + x2

n2

.

Déterminons une densité de Sn+1 par le produit de convolution.

fSn+1
(x) =

∫ +∞

−∞
fSn

(x− t)fY1
(t)dt

= 1
nπ2

∫ +∞

−∞

1

(1 + t2)(1 + (x− t
n )2)

dt on pose u = x− t
n

t = x− nu, dt = −ndu

= 1
π2

∫ +∞

−∞

1
(1 + (x− nu)2)(1 + u2)

du

= 1
π2

∫ +∞

−∞
φn,x(t)dt =

1
π

n+ 1
x2 + (n+ 1)2

FSn+1(x) = P (
Sn+1

n+ 1
≤ x) = P (Sn+1 ≤ (n+ 1)x)

= n+ 1
π

∫ (n+1)x

−∞

1
t2 + (n+ 1)2

dt on pose u = t
n+ 1

= n+ 1
π

1
(n+ 1)2

∫ x

−∞

1
u2 + 1

(n+ 1)du

= 1
π

∫ x

−∞

1
1 + u2

du

= 1
2
+ 1
π Arctan(x)

Y n+1 suit la loi de Cauchy C0.
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La propriété H(n) est héréditaire et par principe du raisonnement par récurrence,

∀n ∈ N∗, Y n suit la loi de Cauchy C0

d)

La loi faible des grands nombres ne s’applique pas car Y n n’admet pas d’espérance
d’après 7−a).
11−a)
N=12000 ; n=200

A=cauchy(N,n)

Moyemp=sum(A)/(N*n)

x=(-8:0.5:8)

histplot(x,Moyemp)

histplot(a,A(:,1)

b)

Ces deux histogrammes tendent à prouver que Y n suit la loi de Cauchy C0.
12−a)
A ∩ [Z = 1] est l’évènement : ” il n’y a qu’un seul indice i tel que x < Xi < x + h,
c’est-à-dire que X̂n+1 appartient à ]x, x+ h[ et c’est la seule variable.

Il y a donc n variables Xj parmi les 2n + 1 pour lesquelles (Xj ≤ x) ; parmi les n + 1

autres, chacune peut jouer le rôle de X̂n+1 et les n autres vérifient Xj ≥ x+ h.

B peut s’écrire : (il existe n variables Xi / Xi ≤ x) et (il existe une variable Xj parmi
les n+ 1 restantes telle que Xk ∈ ]x, x+ h[) et les n variables restantes appartiennent
à [x+ h,+∞[. Par indépendance des variables,

P (B) = (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
(FX(x))n(FX(x+ h)− FX(x))(1− FX(x+ h))n

b)

Comme [Z ≥ 1] est réalisé dans A, A = (A ∩ [Z = 1]) ∪ (A ∩ [Z ≥ 2]). Donc, par
incompatibilité des deux évènements,

P (A) = P (B) + P (A ∩ [Z ≥ 2])

P (A)− P (B) = P (A ∩ [Z ≥ 2])

Notons Ck l’évènement : ” il y a exactement k variables Xi dans l’intervalle [x, x+h] ” et
Ak l ’évènement ” les autre variables se répartissent de manière que X̂n+1 appartienne
à [x, x+ h].

A∩ [Z ≥ 2] =

2n+1∪
k=2

Ak ∩Ck. Les évènements de l’union sont incompatibles deux à deux,

donc

P (

2n+1∪
k=2

Ck ∩Ak) =

2n+1∑
k=2

P (Ck ∩Ak)

or, par indépendance des variables
2n+1∑
k=2

P (Ck ∩Ak) =

2n+1∑
k=2

P (Ck)P (Ak) =

2n+1∑
k=2

(FX(x+ h)− FX(x))kP (Ak)

= (FX(x+ h)− FX(x))2
2n+1∑
k=2

(FX(x+ h)− FX(x))k−2P (Ak)

Or (FX(x+ h)− FX(x)) ∈ [0, 1], donc 0 ≤ (FX(x+ h)− FX(x))k−2 ≤ 1.

D’autre part, Ak est l’union d’évènements de la forme : si l’on note r le rang
de X̂n+1 parmi les k variables qui sont dans [x, x + h], alors il y a dans cet
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intervalle, r − 1 variables inférieures ou égales à X̂n+1, donc i = n − r + 1 variables
appartenant à ] − ∞,+x] (cela donne n variables inférieures ou égales à X̂n+1) ; les
autres variables étant dans [x + h,+∞[. Notons s le nombre de ces variables, on a
2n+ 1 = n− r + 1 + k + s⇐⇒ s = n+ r − k.

P (Ak) =

k−1∑
r=1

(FX(x))n−r+1(1− FX(x+ h))n+r−k ≤
k−1∑
r=1

(FX(x))n−r+1.

Notons Pk =

k−1∑
r=1

(FX(x))n−r+1, on obtient donc

P (

2n+1∪
k=2

Ck ∩Ak) ≤ (FX(x+ h)− FX(x))2
2n+1∑
k=2

(FX(x+ h)− FX(x))k−2P (Ak)

≤ (FX(x+ h)− FX(x))2
2n+1∑
k=2

P (Ak)

≤ (FX(x+ h)− FX(x))2
2n+1∑
k=2

Pk

Remarquons que Pk ne dépend pas de h; par suite, en posant K =

2n+1∑
k=2

Pk,

Il existe un réel K indépendant de h tel que P (A)− P (B) ≤ (FX(x+ h)− FX(x))2K

c)

X̂n+1 = gn+1(X1, . . . , X2n+1), donc d’après l’hypothèse, X̂n+1 est une variable à densité.

P (B) = P (x ≤ X̂n+1 ≤ x+ h) = FX̂n+1
(x+ h)− FX̂n+1

(x).

D’après la question a),

FX̂n+1
(x+ h)− FX̂n+1

(x) = (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
(FX(x))n(FX(x+ h)− FX(x))(1− FX(x+ h))n

fX̂n+1
(x) = lim

h→0

P (B)
h

= lim
h→0

(
2n+ 1
n

)
(FX(x))n(

FX(x+ h)− FX(x)
h

)(1 − FX(x + h))n ; la

fonction FX est continue sur R, donc lim
h→0

(1−FX(x+h))n = (1−FX(x))n. Par conséquent,

fX̂n+1
(x) = (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
(FX(x))n(1− FX(x))nfX(x)

13−a)

D’après la question 8−a), FX(x) = 1
2
+ 1
π Arctan(x− θ). Pour x > θ,

FX(x) = 1
2
+ 1
π (
π
2
−Arctan( 1

x− θ
)) = 1− 1

π Arctan( 1
x− θ

), d’après 6−d).

lim
x→+∞

FX(x) = 1 ⇐⇒ FX(x) ∼
(+∞)

1.

1− FX(x) = 1
π Arctan( 1

x− θ
) ∼
(+∞)

1
πx .

fX(x) = 1
π

1
1 + (x− θ)2

∼
(+∞)

1
πx2

. Par suite

xfX̂n+1
(x) ∼

(+∞)
(n+ 1)

(
2n+ 1
n

)(
1
πx

)n 1
πx2

× x = (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
1

πn+1︸ ︷︷ ︸
Bn

1
xn+1

.

|xfX̂n+1
(x) | ∼

(+∞)
Bn

1

|x |n+1 .
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n ≥ 1 =⇒
∫ −1

−∞

1

|x |n+1 dx et
∫ +∞

1

1

|x |n+1 dx convergent d’après le critère de Riemann.

Par équivalence des fonctions continues positives, les intégrales
∫ −1

−∞
|xfX̂n+1

(x) |dx et∫ +∞

1

|xfX̂n+1
(x) |dx.

L’intégrale
∫ +∞

−∞
xfX̂n+1

(x)dx est absolument convergente ; X̂n+1 admet une espérance

b)

X̂n+1 est une variable aléatoire dont la loi dépend du paramètre θ.

X̂n+1 est un estimateur de θ.

c)

Par le théorème du transfert qui s’applique puisque |(x− θ)fX̂n+1
(x) | ≤ |xfX̂n+1

(x) | +
|θfX̂n+1

(x) |,

E(X̂n+1 − θ) =

∫ +∞

−∞
(x− θ)fX̂n+1

(x)dx

= (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)∫ +∞

−∞
(x− θ)(1

2
− 1
π Arctan(x− θ))n(1

2
+ 1
π Arctan(x− θ))n

× 1
π

1
1 + (x− θ)2

dx

= 1
π (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)∫ +∞

−∞

x− θ
1 + (x− θ)2

(
1
4
− ( 1π Arctan(x− θ))2

)n

dx

Posons u = x− θ ; changement affine, donc licite

E(X̂n+1 − θ) = 1
π (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)∫ +∞

−∞

u
1 + u2

(
1
4
− ( 1π Arctanu)2

)n

du.

L’intégrale converge, la fonction que l’on intègre est impaire, donc l’intégrale est
nulle

E(X̂n+1 − θ) = 0 ⇐⇒ E(X̂n+1) = θ ; X̂n+1 est un estimateur sans biais de θ

d)

x2f̂n+1(x) ∼
(+∞)

Bn
1

|x |n
.

X̂n+1 admet une variance si et seulement si n ≥ 2.

14−a)

Rappelons que fX̂n+1
(x) = 1

π (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
1

1 + (x− θ)2

(
1
4
− ( 1π Arctan(x− θ))2

)n

.

fX̂n+1
(2θ − t) = 1

π (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
1

1 + (2θ − t− θ)2

(
1
4
− ( 1π Arctan(2θ − t− θ))2

)n

= 1
π (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
1

1 + (θ − t)2

(
1
4
− ( 1π Arctan(θ − t))2

)n

= 1
π (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
1

1 + (t− θ)2

(
1
4
− ( 1π Arctan(t− θ))2

)n

∀x ∈ R, fX̂n+1
(2θ − t) = fX̂n+1

(t)

P ([|X̂n+1 − θ | ≥ ε]) = P ([X̂n+1 − θ ≥ ε]) + P ([X̂n+1 − θ ≤ −ε])
= 1− FX̂n+1

(θ + ε) + FX̂n+1
(θ − ε)
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1− FX̂n+1
(θ + ε) =

∫ +∞

θ+ε

fX̂n+1
(t)dt

=

∫ +∞

θ+ε

fX̂n+1
(2θ − t)dt on pose u = 2θ − t∫ +∞

θ+ε

fX̂n+1
(2θ − t)dt = −

∫ −∞

θ−ε

fX̂n+1
(u)du

=

∫ θ−ε

−∞
fX̂n+1

(u)du

= FX̂n+1
(θ − ε) donc

∀ε > 0, P ([|X̂n+1 − θ | ≥ ε]) = 2FX̂n+1
(θ − ε)

b)

FX̂n+1
(θ − ε) = (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)∫ θ−ε

−∞
(1
4
− 1
π2 Arctan2(x− θ))n 1

1 + (x− θ)2
dx.

Posons A(n) = (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
A(n) = (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
=

(2n+ 1)!

(n!)2

utilisons la formule de Stirling,

A(n) ∼
(+∞)

(2n+ 1)2n+1e−(2n+1)
√
2π(2n+ 1)

n2ne−2n2πn

∼
(+∞)

(2n+ 1
n )2ne−1(2n+ 1)

2
√
πn

2πn

∼
(+∞)

(2n+ 1
n )2ne−1 2

√
n√
π

(2n+ 1
n )2n =

(
2(1 + 1

2n
)
)2n

= 4n exp(2n(ln(1 + 1
2n

))).

lim
n→+∞

2n ln(1 + 1
2n

) = 2n 1
2n

= 1. Par continuité de l’exponentielle au point 1,

lim
n→+∞

exp(2n(ln(1 + 1
2n

))) = e, donc = 4n exp(2n(ln(1 + 1
2n

))) ∼
(+∞)

e4n.

A(n) ∼
(+∞)

e4ne−1 2
√
n√
π

= 4n
2
√
n√
π

Posons In =

∫ θ−ε

−∞
(1
4
− 1
π2 Arctan2(x− θ))n 1

1 + (x− θ)2
dx.

L’idée est de majorer In par une expression qui contient 1
4n

1
n (ou 1

n+ 1
). On aura

alors une majoration de AnIn par une expression qui tend vers 0 quand n tend vers
+∞. Le terme 1

n ou 1
n+ 1

provient vraisemblablement de l’intégration de la puissance
n.

Dans l’intégrale In =

∫ θ−ε

−∞
(1
4
− 1
π2 Arctan2(x− θ))n 1

1 + (x− θ)2
dx,

posons u = x− θ ; le changement est affine, donc licite.

In =

∫ −ε

−∞
(1
4
− 1
π2 Arctan2(u))n 1

1 + u2
du =

∫ ∞

ε

(1
4
− 1
π2 Arctan2(u))n 1

1 + u2
du car la fonction

que l’on intègre est paire.

Posons alors v = 1
4
− 1
π2 arctan2(u). Le changement est C1, bijectif sur R∗

+, donc licite.

dv = − 2
π2

arctan(u)

1 + u2
du⇐⇒ du

1 + u2
= −π

2

2
1

arctan(u)
dv. Or arctan(u) = π

√
1
4
− v, donc
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du
1 + u2

= −π
2

2
1

π

√
1
4
− v

dv = −π
2

1√
1
4
− v

dv

u ∈ [ε,+∞[ =⇒ arctan(u) ∈ [arctan(ε), π
2
[ par stricte croissance de arctan. Donc

1
π2 arctan2(u) ∈ [ 1

π2 arctan2(ε), 1
4
[, par suite v ∈ ]0, 1

4
− 1
π2 arctan2(ε)].

Posons a = 1
4
− 1
π2 arctan2(ε).

In = −
∫ 0

a

π
2

vn√
1
4
− v

dv = π
2

∫ a

0

vn√
1
4
− v

dv.

0 < v ≤ a ⇐⇒ 0 < 1
4
− a ≤ 1

4
− v < 1

4
; donc

√
1
4
− v ≥

√
1
4
− a > 0 par stricte croissance

de la fonction racine carrée sur R∗
+ puis

1√
1
4
− v

< 1√
1
4
− a

par stricte décroissance de la fonction inverse sur R∗
+.

On a alors vn

π

√
1
4
− v

≤ vn

π

√
1
4
− a

sans problème puisque vn ≥ 0 ; les bornes d’intégration

sont dans l’ordre croissant, donc π
2

∫ a

0

vn√
1
4
− v

dv ≤ π
2

1√
1
4
− a

∫ a

0

vndv. (14.b)

∫ a

0

vndv = 1
n+ 1

an+1 = 1
n+ 1

(1
4
− 1
π2 arctan2(ε))n+1 ≤ 1

4n+1
1

n+ 1
.

L’égalité (14.b) donne : 0 ≤ In ≤ B 1
4n+1

1
n+ 1

, en posant B = π
2

1√
1
4
− a

.

Or FX̂n+1
(θ − ε) = A(n)In ce qui donne l’encadrement :

0 ≤ FX̂n+1
(θ − ε) ≤ BA(n) 1

(n+ 1)4n+1
. (14.b.1)

A(n) ∼
(+∞)

4n
2
√
n√
π
, donc A(n) 1

(n+ 1)4n+1 ∼
(+∞)

4n
2
√
n√
π

1
4n+1

1
n+ 1

= 1
2
√
π

√
n

n+ 1
.

Conclusion : lim
n→+∞

1
2
√
π

√
n

n+ 1
= 0 =⇒ lim

n→+∞
A(n) 1

(n+ 1)4n+1 = 0

L’encadrement (14.b.1) donne lim
n→+∞

FX̂n+1
(θ − ε) = 0.

Or P ([|X̂n+1 − θ | ≥ ε]) = 2FX̂n+1
(θ − ε), donc

lim
n→+∞

P ([|X̂n+1 − θ | ≥ ε]) = 0. La suite (X̂n+1) converge en probabilité vers θ

c)

La convergence en probabilité implique la convergence en loi, donc

la suite (X̂n+1) converge en loi vers la variable certaine égale à θ

15−a)

FWn+1
(x) = P (

2
√
2n+ 1
π (X̂n+1 − θ) ≤ x) = P (X̂n+1 ≤ πx

2
√
2n+ 1

+ θ) = FX̂n+1
( πx
2
√
2n+ 1

+ θ).

Il n’y a aucun problème de dérivation, donc
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fWn+1(x) =
π

2
√
2n+ 1

fX̂n+1
( πx
2
√
2n+ 1

+ θ)

∀x ∈ R, fWn+1
(x) = n+ 1

2
√
2n+ 1

(
2n+ 1
n

)(
1
4
− 1
π2 Arctan2( πx

2
√
2n+ 1

)
)n( 1

1 + π2x2

4(2n+ 1)

)

b)

On vient de voir que (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
∼

(+∞)
4n

2
√
n√
π
,(

1
4
− 1
π2 Arctan2( πx

2
√
2n+ 1

)
)n

= 1
4n

(
1− 4

π2 Arctan2( πx
2
√
2n+ 1

)
)n

.(
1− 4

π2 Arctan2( πx
2
√
2n+ 1

)
)n

= exp(n ln(1− 4
π2 Arctan2( πx

2
√
2n+ 1

)))

n ln(1− 4
π2 Arctan2( πx

2
√
2n+ 1

)) ∼
(+∞)

−n 4
π2 Arctan2( πx

2
√
2n+ 1

)

∼
(+∞)

−4n
π2

π2x2

4(2n+ 1)

∼
(+∞)

− nx2

2n+ 1
∼

(+∞)
−x

2

2

Donc lim
n→+∞

n ln(1− 4
π2 Arctan2( πx

2
√
2n+ 1

)) = −x
2

2
; par continuité de l’exponentielle au

point −x
2

2
, lim

n→+∞
exp(n ln(1− 4

π2 Arctan2( πx
2
√
2n+ 1

))) = exp(−x
2

2
). Ce qui peut s’exprimer

aussi exp(n ln(1− 4
π2 Arctan2( πx

2
√
2n+ 1

)) ∼
(+∞)

exp(−x
2

2
).(

1− 4
π2 Arctan2( πx

2
√
2n+ 1

)
)n

∼
(+∞)

exp(−x
2

2
).

On vient de voir que (n+ 1)

(
2n+ 1
n

)
∼

(+∞)
4n

2
√
n√
π
, donc

n+ 1
2
√
2n+ 1

(
2n+ 1
n

)(
1
4
− 1
π2 Arctan2( πx

2
√
2n+ 1

)
)n( 1

1 + π2x2

4(2n+ 1)

)
∼

(+∞)

4n
2
√
n√
π

1
2
√
2n

1
4n

exp(−x
2

2
).

n+ 1
2
√
2n+ 1

(
2n+ 1
n

)(
1
4
− 1
π2 Arctan2( πx

2
√
2n+ 1

)
)n( 1

1 + π2x2

4(2n+ 1)

)
∼

(+∞)

1√
2π

exp(−x
2

2
).

lim
n→+∞

fWn+1(x) =
1√
2π

exp(−x
2

2
)

c)

On cherche a > 0 / P (X̂n+1 − a ≤ θ ≤ X̂n+1a) = 1− α

X̂n+1 − a ≤ θ ≤ X̂n+1a ⇐⇒ −a ≤ X̂n+1 − θ ≤ a

⇐⇒ −a ≤ πWn+1

2
√
2n+ 1

≤ a

⇐⇒ −2a
√
2n+ 1
π ≤Wn+1 ≤ 2a

√
2n+ 1
π

P (X̂n+1 − a ≤ θ ≤ X̂n+1a) = Φ(
2a

√
2n+ 1
π )− Φ(−2a

√
2n+ 1
π ) = 2Φ(

2a
√
2n+ 1
π )− 1.

On veut donc avoir

2Φ(
2a

√
2n+ 1
π )− 1 = 1− α⇐⇒ Φ(

2a
√
2n+ 1
π ) = 1− α

2
⇐⇒ 2a

√
2n+ 1
π = tα.
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Donc a =
tαπ

2
√
2n+ 1

.

L’intervalle [X̂n+1 − tαπ

2
√
2n+ 1

, X̂n+1 +
tαπ

2
√
2n+ 1

] est

un intervalle de confiance de θ au seuil 1− α
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