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La présentation, la lisibilité, orthagraphe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisannements entreront pour une purt importante dans 'appréciation des coples.

Les candidats sont invités ¢ encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Hs ne doivent faire usage d'aucun document. L'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule l'utilisation d’une régle graduée est autorisée.

Si gu cours de I'épreuve, un candidat repére ce qui ui semble étre une erreur d'énoncé, il la signalera sur sa
copie-et poursuivra sa composition en expliguant les'raisons des initiatives qu'il sera amené & prendre.

Dans tout le probleme : _ _ ) _ §
* toutes les variables aléatoires introduites sont supposées définies sur le méme espace probabilisé (2, A, P);

# on note 6 un paramétre rdel,
Partie I. Une démonstration probabiliste de la formule de Stirling

Pour tout n € N*, soit hy la fonetion définie par : Vi € [0, 1], k() = ({1 ~ z)e®)".
1
Pour tout n € N*, on pose : I, = [ hn{z) da.
a

N . n
1.a) A l'aide du changement de variable u = n(1 — £), montrer que : ¥n € N*, I, = g f u™e ™ du.
0

n'n+1
2
b} Montrer que pour tout % € [0,1[,on a: z+1n(l —2) € ~ % .
¢) En se référant 3 une densité de la loi normale centrée réduite, en déduire que : Vo€ N*, 0« I, < "ﬁT"E“ .
n

2. On note h? la restriction & U'intervalle ] 0, 1[ de la fonetion hy,.
R 2
On pose pour tout  €)0,1[: bl (z) = exp (—— Egﬂﬂ(m)) etglz)=(1—z)ln(l—2)+z— % .
a) Montrer que H est prolongeable par continnité en (. On note encore H la fonction ainai prolongée. |
b} Montrer que la fonction g est convexe et strictement positive sur |0, 1[.

¢} En déduire que la fonction H réalise une bijection strictement croissante de [0, 1 sur [1, -+oo].
3. Soit (U Jnen~ une suite convergente de limite nulle telle gue : 11)133 Upy/m = +oc et Vn € N*, 0 < u, < 1.
n 00
a) Donner un exemptle d'une telle suite (unInen-.

b) Soit (Up)nen~ 1a suite définie par : Vn € N*, v, = H(u, ). Montrer que la suite (v, )nene est convergente
ot préciser ea limite.

! Tournez la page S.V.P.
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, _uﬂ, 1 o TV , y
) Btablic pour tout n € N*, Pencadrement : Iy 2 | ho(2)dz 2 : (-* dy.
¢) Etablir pour tout n &€ encadrement : I, 2 fu ho(z)dz T fﬂ exp 2) Y

© J) Déduire des questions 1.c) et 3.c), un équivalent de I, lorsque n tend vers +oo.

4, Soit (T nens une suite de variables aléatoires définies sur ({2, A, P}, mutuellement mdépendantes ot de
méme loi exponentielle de paraimétre 1. Pour tout n € N*, on pose s Sp =T +To + -+ T.

- P . s ¢ 2 3 - ) o 1
a) Rappeler la loi suivie par la variable aléatoire S, et montrer que nwli?oo P([8a = n]) = 3

. Moritrer que la suite (Un)nen- converge en probabilité vers la

b) Pour tout = & N*, on pose : U, = T"";l

constante 0.

. . . . 1
¢) En déduire que T P([8ap1 < nl) =5 -
5. Monitrer que nl  ~  n® e ™2xn (formule de Stirling).
n—y 400
Partie TI. Quelques propriétés de la loi de Cauchy

6. On reppelle que 1a fonction Arctan est la fonction réciproque de la restriction A I'intervalle ouvert ] - g-, 5 [

de la fonction tan, qu'elle est de classe C°° sur R admettant pour dérivée la fonction & +—3 7 + o pour
tout z € R et qu'elle réalise une bijection de R sur ]w g-, g— [

a) Montrer qus la fonction Arctan est impaire.
b) Justifier Uexistence d'un développement limité & Vordre 3 de la £onctxon Avctan en 0 et 1o déterminer.
¢) Ftablir pour tout = € R.j., V'enicadrement ; 0 < Aretan(z) €

. 1
d) Montrer gque pour tout = € R}, ona: Arctan(z) + Arci;zm(;) = %

1 !
7.a) Montrer que la fonction & — — W est une densité de probabilité sur R.
Dans toute la suite du probléme, on note X une variable aléatoire 4 valeurs réelles, de densité fx telle que:
) .
vz e R, Y]
® fx(z) = “1+ (@~ 0)

On dit que X suit une loi de Couchy de parameétre 6 et on note : X er Gy

b) La variable aléatoire X admet-elle une espérance 7
¢) Pour 8 = 0, tracer la courbe représentative de fy dans le plan rapporté & un repbre orthogonal.

8.a) On note Fy la fonction de répartition de X. Pour tout = € R, calenler Fx ().
1 .
b) Montrer que 'équation Fix(x) = 5 d’inconnue , admet une unique solution que 'on déterminera.

Cette solution est la médiane théorique de X.
Partie TI1, La loi de la moyenne empirique

0. Pour tout n € N* et pour tout & € R, s0it ¢ . la fonction définie sur R par :

1

VieR, @no(t) = 1+ 2) (1 + (2 — 'n“t‘)2)
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On admet l'existence d’un unique guadruplet (e, 8,7, 8} de réels indépendants de ¢ pour lesquels on a :

at+p yt+é
442 14 (z—~nt)?

ViER, wne(t) =

Pour tout n € N* et pour tout z € R, on pose : 0 = (22 + (n-+ 1)?} (2% + (n — 1)%).

Anzx _ 1+a%-np? 2ndg R824 n?-1)

On admet sans démenstration que : a = , B , , 4

On,z Tn,z Tn,z Tn,
) o

a) Etablir la convergence de P'intégrale f On(t) dit.

—00
- o , 21 2nint —x) oo
b) A I'zide d’une primitive de 1a fonetion ¥, 5 : £ +— T+ & 1t(zon el montrer que . Pn,(t) dt = 0.
+oo
N . . " n+1)w
G) Etablir 1a relation : ¥rn e N*, Yz € R, f_m lpn,m(t} dt = 55“(“_{—_(7%—52— .

10. On pose : Y = X - 8. Pour n entier de N*, soit (Y1, Y, ..., ¥s) un n-échantillon de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi que Y. :
ki1 R
Pour tout n ¢ N*, on pose : S = ZK et Y, = Sn (moyenne empirique de Uéchantillon (Y1,Ys,. . ., Ya))-

=l n

a} Déterminer la fonction de répartition Fy de Y. Quelle est laloide Y7
b) Quelle est la fonetion de répartition de Sy 7 En déduire la loi de Ya.
¢) Déterminer pour tout n € N*, la loi de la variable aléatoire ¥,.

d) La lof faible des grands nombres s’applique-t-clle & 1a suite (?’:"’)nEN* ? Pourquoi ?

11. Soit (N, n) € N*2. On veut simuler N réalisations de la moyenne empirique'¥;,.

On suppose que l'on connait une fonction Scileb cauchy telle que la commande A=cauchy (N,n) retourne une

matrice 4 € My,,(R), réalisation d'une famille (¥; ;) 1gign de variables aléatoires indépendantes de loi Co.
lgisn

Soit M une matrice de My, (R) avec (N,n) € N*2. On rappelle que dans le langage Scilab :

¢ la commande sum(M) retourne une matrice de My ;(R) contenant la somme de tous les éléments de M ;

. la‘, commande sum{M, *x’) retowrne un vecteur ligne de Mj ,(R) contenant les sommes des dléments de M
calculées colonne par colonne ;

» la commande sum(M, ’c’) retourne un vecteur colonne de My 1(R} contenant les sommes des éléments
de M calculées ligne par ligne ;

» la commande linspace (a.b,m) retourne un vectenr ligne de m valeurs régulidrement espacées entre g et b
-

m -1

et Pon obtient le méme vecteur avec la commande (a : £ :b) en prenant £ = ;

e la commande histplot(y,data) permet de représenter les éiéments du vecteur data sous la forme d’'un
histogramme ; les classes de I'histogramme sont définies par le vecteur strictement croissant y : si ce vecteur
contient e dléments y (1}, y(2), ... y(md tels que y{(1)< y()< - < y(m), alors la premidre classe de
I’histogramme est I'intervalle {y(1), y(2)] et les autres classes sont les intervalles 1y(i), y{(i+1)]

pour 2 £ i< m.

a) Compléter le programme suivant afin que la matrice MoyEmp contienne 12000 réalisations de la moyenne
empirigne Yaq0.

Tournez la page S.V.P,
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histogramme 1 histogramtrie 2

ﬂﬂs f : R o .
03 - |
¥=12000 ;0=200 ; .25 -
A=cauchy (N,n) : o2 ] |
MoyEmps= -« creenvs
x=(~-8: 0.5 : 8 0.16 4 L

histplot (x,MoyEmp) \\ histogrammel ut ]
nistplot{x,AC,1)) \\ histogramme?2
.05

b) Les histogrammes 1 ot 2 ont été obtenus & 'aide de ce programme. Expliquer en quoi ce couple
d’histogramraes illustre le résultat de la question 10.c).

Partie IV, La loi de la médiane empirique

-Dans les guestions 18, 14 et 15, on suppose que le paraméire 0 est inconmy.

On rappelle que X <+ Cg. Pour n entier de N*, on note (X, Xa, ..., Xon41) un (2 n+1)-échantillon de variables
aléatolres indépendantes et de méme loi que X.

On admet Pexistence de (27 4 1) fonctions g1, ga, - -+, Gon1 coDtinues sur R¥ 3 valems réelles, telles que

Jeg variables aléatoires réelles X1, Xa, ..., Xonyy définies par: Vk € {1,2n+ 1], X = gu(X1, Xy o oy Xont1)
soient des variables sléatoires & demsité et que pour tout w € 2, los réels Xi(w); Xz(w’), cans fznﬂ(w) sojent wn
_réarrangement par ordre croissant de X (w), Xa(w), .. ., Xonna{w) : Yw € €, Kilw) € Bolw) < -+ € Bonsr ().
En particulier, la variable aléatoire 5’2},4.1 est 1a médiane empirique de Véchantillon (X1, Xa,.. ., Xant1).
12. Pour tout h € R, et pour tout 22 & R, on note Z la variable aléatoire discréte définie par :
‘ Vw e, Z(w)=Card{i € [1,2n+1]; z < Xilw) <2+ h}.
On note 4 et B les deux événcments suivants : A= {2 < Xpp1 Sx+h] et B=AN[Z=1],

a) Etablit 1a relation : P(B) = (n+1) (2”: 1) (Fx (@)™ (Fx(z + k) — Fx(2)) (1 - Fx (e +h)".
b) On supposs que le réel  est. fixé. Montrer qu'il existe un réel K indépendant de h pour Jeguel on a :
< P{A) - P(B) < K(Fy(a+h) ~ Fx())".

¢) Montrer que X1 admet une densité f;‘&a donnée par :

Ve e, fz (@)= ) () () (L= Fx(@)" )
41y 1 1
(ﬂ"‘l' 1)( " ) -t x gl )

b) En déduire existence de l'espsrance E(Xn,+ i) de la variable aldatoire Xnﬂ
¢) Justifier que %41 est un estimateur du paramstre 6. Calouler E(Xn+1 — 8). Conclure,
d) A quelle condition nécessaire et suffisante portant sur n, la variable aldatoire }?ﬂ-l'l admet-clle une varianes 7

13.2) Btablir Péquivalence suivante : x fg (@)~
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14. On nate Fg; - la fonction de répartition de }?n+1-o Soit £ un réel strictement positif.
a) Etablir la relation : V¢ € R, I (20—1) = fj&u-ﬁx (£}, En déduire que P ([|Xp41-0] 2 €]) =2 Fe ., (9~¢).
b} Montrer que la suite d’estimatenrs (Xnﬂ)nm convérge en probabilité vers 4.

¢) La suite '(,ffﬂ;{";)h exgv CODVErge-t-elle en loi vers la variable certaine g7
: . 2/m+1 o

15. Pour tout entier n 3> 2, on pose : Wiy = w—v ~ (Xnt1 — 0).
a) On note fw, ., la densité continue sur R-de Wy1.1. Montrer que :

n41l (41 {1 1/ T 21" 72 O\
vz e R, fWu+1(m)—W( " ) {Z“%E*(Arctan(ﬁ‘"——m)) ] x(l"f"m) .

§ o . , 1 z2
b) Montrer que pour tout = € R, ona: lim fu,,, (#) = T P (,_ E) .
On admet que ce vésultat iropligue la convergencs en loi de la suite de. variables aléatoires (Wh*‘l)n,E?. Vers
une variable aléatoire T qui suit 1a loi normale centrée réduite,

¢} On note & la fonetion de répartition de 7, Soit & un réel vérifiant 0 < & <1; 00 pose : by = D~ (1 - %) .

Déterminer un intervalle de confiance asymptotique pour 8, centré sur fwh an niveau de confiance 1 —q.
16. Dans le langage Scilab, la fonction geort permet de trier les éléments d’une matrice réelle A :

» Ja commande gaort(A,’r’) renvoie une copie de A triée colonne par colonne, par ordre décroissant
(chaque colonne est, tride indépendamment des autres) ;

* la commande gsort (A, ”¢’) renvoie une copie de A triée ligne par ligne, par ordre décroissant (chaque
ligne est triée indépendamment des antzes).

On suppose gue 8 = 0 et on epnsidére p réalisations (p 2 10%) du (2n+1)-échantillon (X3, Xg, ..., Xone1)-

Recopier et compléter le code suivant afifn que son exécution retourne un vecteur MedianeEmp de p réalisations

de la médiane empirique f(ﬂﬂ, puis un veeteur W de p réalisations de W41,

A=cauchy (p,24n+1)
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ANNALES DE MATHEMATIQUES 2017

ESCP-HEC VOIE SCIENTIFIQUE

CORRIGE

Partie I : une démonstration probabiliste de la formule de Stirling.
1-a)

n—u,

Posons u=n(1 —z) ; du= —ndx ; x =

0 n
In:7%/<%exp(nnu)) du:%/%exp(nfu)du
n 0

b)

Soit h(z) =z +In(l — ) + %2 pour z € [0,1[. La fonction h est dérivable sur [0,1] ;

/ 1 72172
Vo e [0,1], W (x) = l—q=Ft+tr=7=75<0

La fonction h est décroissante, h(0) = 0, donc h(z) < 0.

2

Ve e [0,1], z+In(l —z) < —%

c)
D’apres le b), pour z € [0,1], In(1 —z) < —z — %2 Par croissance de 'exponentielle,

_ 1‘2 x 1‘2
0<l—z<e Iexp(—7) <0< (1—2)e” <exp(—%).

2 . .
Donc, pour z € [0,1], 0 < (1 —x)e® < exp(—%) ; par croissance de la fonction ¢ ~ t" sur

2

. n 2
R, , on obtient 0 < ((1 - x)e”) < exp(—%) = 0<(1—a)e™ < exp(—%).

Les bornes de I,, sont dans l'ordre croissant ; on integre cet encadrement :

1 2
0<I, < /exp(f%)dz.
0

1 +oo

2 2 2
Vo€ Re, exp(-157) 2 0, done [ exp(-18)de < [ exp(-24")da.
0 0

. +oo 2
Par suite : 0 < I,, < / exp(—"5-)dz. (1.c)
0
Posons t = z/n ; le changement est C*, strictement croissant, donc licite. dx = \%dt.
n
page 1 Jean MALLET (©) EDUKLUB SA
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L’encadrement (1.c) donne

2-a)
z€]0,1[= h*(z) = ((1 —)e?

n
> 0. Donc

N—

2 2

H(z) = 721112:7;(1:) = =28 ({1~ 2) + ),

On effectue un développement limité a l'ordre 2 de In(1 — z).

2 2
1n(1f:c)+x:f:cf%+o(:c2)+x:f%+0(:c2).

H(z) = —%(— %2 +o(m2)) =140(1).

lim H(z) = 1 ; on posera, par la suite, H(0) =1
z—

b)

La fonction g est C> sur |0, 1] ;

gd(x)=—-In(l—z)—z> %2 > 0 d’aprés 1-b). La fonction g est strictement croissante
sur ]0,1[, g(0) =0, donc Vz €]0,1[, g(z) > 0.

g’ (x) = 1237 > 0.

La fonction g est convexe et strictement positive sur |0, 1]

H(x) Z—QW
H'(z) :_sz(l_lm—i-l)—if(ln(l_x)_i_x)

= —2i( % —2zIn(l — ) — 2952)

A\
:2i( z? +21n(1f:r)+2x)
x3 1—x
1

_ _ g2 _ _
= 2m3(1 ) ( 2+ 2(1—2)In(l — ) + 230)
4*((1 —z)In(l —z)+z— x—z)
223(1 — ) 2
H'(z) = 43571(95)) ; H est croissante strictement sur ]0, 1[, donc sur [0, 1[ par continuité
X — X
en 0.
H(0)=1; lim In(l—2) = —00 —> lim (-2 20 =2 FTy
rz—1— Tz—1- X
page 2 Jean MALLET (c) EDUKLUB SA
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ESCP-HEC VOIE S 2017 3

La fonction H réalise une bijection strictement croissante de [0, 1] sur son image [1,+oo|

3-a)
La suite définie par w,, = L convient.
p 1
b)
lim w, =0= lim H(u,) = H(0)=1 par continuité de H au point 0.
n—+oo n—-+oo
lim v, =1
n—-+oo

c)

Un Un 2
hn(x) >0 up <1, donc/ / hy,(z)dx ; donc I, 2/ exp(—n%H(z))dm.

0 0
0<x<u, <1< H(x) < H(u,) par stricte croissance de H sur [0,1] ; par suite

2 2

~H(x) > —v,, donc fn”é H(x) > fnxQ vy, puis par croissance de l'exponentielle,

.'1/'2 .’L’z
exp(—n<g H(z)) = exp(—n5

Un 2 Un 2 . 2
donc / exp(—n%H(m))dw > / exp(—n%vn)dx et par suite I, > / exp(—n%vn)dx
0 0 0

v,). Les bornes d’intégration sont dans l'ordre croissant

_ ‘ B Uy Ji B U /MU ny
Posons y = z\/nv, ; dy = \/nv,dz, donc /0 exp(—n 5 vp)dx = \/m exp(— 5 )dy
1 Un /MUn y2
> _J
I, > N exp( 2)dy
d)
On a donc I'encadrement suivant : —— " mtex (—yj)d <In< . /o0 (3.d)
- o ), p(—5)dy < .
=Jn
J, = V2T B exp(—ﬁ)dy.
RV T or 2
lim v, =1= V2m ~ —'271-;
n—+oo VWp (n—400) /M
Up/MUp  ~  Upy/n, donc lim wu,/nv, = +oco. Par conséquent,
(n—+00) n——+0oo
i Up /MUy 1 y2 J 400 1 yz i 1 d’ 5 1a Lo 1 ¢ ,
im exp(—%-)dy = exp(—%-)dy = 5 d’apres la loi normale centrée
Jim [T ety = [ L=y = § dap
réduite. Il en résulte que J, ~ LVom o«
(n—+00) 2 n 2n
D’apres l'encadrement (3.d),
T

4-a)

D’apres la cours, par stabilité des lois gamma, la variable S, suit la loi Gamma de
parametre (1,n), dite loi de Erlang.

o 0 si <0
Une densité de S, est fs, (z) =4 _2"7' = & ,>0

page 3 Jean MALLET (c) EDUKLUB SA
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4 ESCP-HEC VOIE S 2017

On applique le théoreme de la limite centrée : en effet, S,, est la somme de n variables
indépendantes, de méme loi, possédant une espérance et une variance > 0. D’apres
le cours, E(S,) =n et V(S,) =n.

Alors la variable S} = &) ”\/_ﬁn converge en loi vers une variable qui suit la loi normale
centrée, réduite.
Vz € R, lim P(Sn* < z) = ®(z). Pour z = 0, lim P(S; < 0) = ®(0) = % Or
n—-+oo n—-+oo
Sr <05, <n.
~ _1
Jm P8 <n) =9
b)
Ve >0, P(|U,| > ¢) P(’ Zs)
= P( "“ > 5) car Tpy1 >0
:P( n+1>5f) car v/n >0
:/ e~tdt = em=V
lirf P(‘ > ¢) = 0. La suite (U,) converge en probabilité vers 0
n—-+0oo
c)
Sng1—n _ S, —n " Thi1 _ 5+ Togi1
vn vn vn vn
Appliquons le théoreme de Slutsky : la suite (S}) converge en probabilité vers
une variable S qui suit la loi normale centré réduite ; la suite ( \’7:1) converge en
n
probabilité vers 0, donc la suite (S} + T:;;Lll) converge en loi vers S.
: 1
L (S <) =3
5)
P(Spi1 < n) = fd ey = WL Ly d’apreés la question 1-a). Or I ~ ~
mH = 0 n! e’ nl™ ’ " (noto0) V 21
) 3 : : . _ 1 n"tl1 _ 1
d’apres la question 3—d), par suite ngrfoo(snﬂ <n)=5= Jlim e o =75
Donc Wn Jx o Loy o 0t Jarm
e"n!\/ 2n (n—+00) 2 " (nstoo) €7 on’
nl  ~  n"e "\/21mn
(n—+00)

Partie II : quelques propriétés de la loi de Cauchy.
6-a)

Pour z €]- 3, 5[
y = Arctan(z) <= x = tan(y)
<= —z =tan(—y) car la fonction tangente est impaire
<= —y = Arctan(—z)
<= — Arctan(z) = Arctan(—z)
page 4 Jean MALLET (c) EDUKLUB SA
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La fonction Arctan est impaire

b)
La fonction Arctan est de classe C> sur R puisque sa dérivée = — ?12 est de classe
x

C° sur R.

On peut appliquer la formule de Taylor-Young qui résulte de la formule de Taylor-
Lagrange avec reste intégral.

1 2z 322 —1
Arctan,(ﬂf) = m, Arctan”(:z:) = 7m, ArCtan/”(I) = 2m
2 3
Arctan(x) = Arctan(0) + x Arctan’(0) + % Arctan” (0) + % Arctan”’ (0) +o(2®) = = — %x?’ +o(x%)
Remarque : on peut aussi partir de —1 5 = 1—t*+0(t?), donc / ) Sdt = a—La34o(a®)
1+t o1+t 3

. 3
ce qui donne Arctan(z) — Arctan(0) = x — % + o(z?).
c)
On applique 'inégalité des accroissements finis a la fonction Arctan entre 0 et =, pour
x> 0.

Sur [0,z], —— < —L_ <1 ce qui implique 0 < Arctan’(t) < 1. On obtient alors
1+a% = 14#
x

0 < Arctan(z) — Arctan(0) < x

VY >0, 0 < Arctan(z) <z

T

x
Remarque : 0 < —1 > < 1, donc pour z >0, 0 < / 1 sdt < /dt, ce qui donne le
1+t o1+t 0
résultat.
d)
T % est dérivable sur R* ; la fonction Arctan est dérivable sur R, donc par

composition z Arctan(%) est dérivable sur R%.

La fonction f définie par f(x) = Arctan(z) + Arctan(%) est dérivable sur R%.

1 a2 1 1
Vo >0, f'(z) = z = - =0. Donc f est constante.
v>0 F@) =t T L) 1+a® 1+ !
i — im L — - 1y _ 7,
ilgb Arctan(z) =0 et ;clig)l* I = too= a:lig)l+ Arctan(z;) = 5
Vo > 0, Arctan(z) + Arctan(%) = g
7-a)
Notons h(z) = Lo 1 .
T 1+ (z—6)2 7

La fonction h est positive, continue sur R en tant que fraction rationnelle dont le
dénominateur ne s’annule pas.

“+o0 +oo

1 1 1 1 :

I= Ax—L  _dr= = x ——dt en posant t = x—6, changement de variable
/OOWXH(fc—@)Qx /ﬁ,o”Xlth2 P e &

C! strictement croissant.

+o0o 400
1 1 1 1 . 9 . N .
. dt =2 = x ———dt car la fonction que 'on intégre est paire.
/ T2 /0 T d & P

— 00
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2/+001 x—L _gt=2 lim /Z#dt =2 lim (Arctan(x) - Arctan(O)) =27 -1,
0 m 1+t2 T z—+o0 01+t2 T z—+o0 ™2

La fonction h est une densité de probabilité

b)

S
-

“+o0
xh(z) e L’intégrale / %da: est divergente de maniere évidente ; par
T—+00 1
+oo
équivalence des fonctions continues positives, l'intégrale / rh(z)dx diverge, donc
1

+oo
/ rh(z)dxr diverge.

— 00

La variable X n’admet pas d’espérance

b d

] .8
8-a)
Ve eR, Fx(z) = 717/001+(u1~0)2d“ on pose t =u—0
z—0 z—0
1 1 1 5. 1
7T/_Ool-i-t2 7ry—yiaoo Y 1+t
= % ygrzloo (Arctan(:c —0)— Arctan(y))
= %(Arctan(w —0)+ %)
Ve e R, Fx(z) = % + %Arctan(x —0)
b)

Fx(z) = % <= Arctan(z — 0) = 0 <= z — 6 = 0 par bijectivité de la fonction Arctan

La variable X admet une médiane théorique : m =6

Partie III : la loi de la moyenne empirique.
9-a)

+oo +oo
1 sz . .
nz(t)dt = dt. L’intégrale est impropre uniquement en
‘/_OOSD,() /_Oo(1+t2)(1+(xmf)2) g p p q
—oo et +o00 car la fonction ¢, . est continue sur R.

1
t ~ _
Pr.a(?) (t—+o00) N2t4
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+oo
Les intégrales / dt et / dt convergent, donc par équivalence des fonctions

continues positives, les intégrales / ©n,z(t)dt et / ©n,z(t)dt convergent,

+o0
/ ©n,(t)dt converge

— o0

b)

Soit (a,b) € R? et I(a,b) = /(1 —?—ttQ - 1247}((7:__7?)2)&. Par linéarité de I'intégration,

_ oy b on(nt — x)
I(a,b) _/a1—|—t2dt_/(;1—|—(;(;—nt)2dt

=In(1+ %) —In(1+a?) — (ln(l + (z —nb)?) —In(1+ (z — na)2))
_ 1402 (L +a?
_ln(l+(aﬂ—nb)2) : (1+(x—na)2>

1+ b 1 : 140 1
lim —LHE0 by iy (20— (L
bﬂ1+ool+(x—nb) n? b oo n(1—|—(x—nb)) n(nQ)

la fonction In au point %
n

= —2Ilnn par continuité de

1+a? 1

2
= = = lim In( l+a )

as—oo 1 + (z — na)? n as=oco 1+ (z —na)?
fonction In au point %
n

= —2Inn par continuité de la

—+oo
L’intégrale . (t)dt converge et vaut 0

c)

onalt) = 1 < 2nxt | 1 +22-n? In3at n?(32% +n? — 1))
o Tnax \1+t2 1+¢2 1+ (z —nt)? 1+ (x — nt)?
_ 1 2t 2n(nt — x) 1422 —n®  n(a®+n®—1)
_Gn,x(nx(l—l—tQ_1—|—(J;—nt)2)+ 1+4¢2 1+ (z — nt)? )

Par linéarité des intégrales convergentes,

+oo +oo +oo 2 9 +002 B
/ Ona(t)dt = o+ ( uzm(t)dH/ 1+307—7161“/ wdﬁ

—00 Un,x —00 1 + t2 —0o0 1 + (x - nt)
1 (/ Tlta?—n? g, /+°°’”02($2+”2—1)dt)

On,x oo 1—|—t2 —0 1—|—(x—nt)2

/ ITCT;”C% (1+ 2?2 —n?)m d’apres la question 7-a)

oo 1 1 [T 1 x
— = _dt = = du = =- on a OSé =x—nt
~/—ool+(xnt)2 n/_oolJruQu n ( p u € n)

too 400 2/ 92 2
1422 —n? / n?(z? +n? —1) y .
et ntg [ TR T 0 —(14a? - .
/*00 1+¢ oo 1+ (z—nt)? (1 +2% —n%)m +n(z®+n )

= w(wz(n + 1)+ (1 =n2) +n(n? - 1))
=7r(n+1)(@®>+1—-n+n(n-1))
= o+ D)@+ (n - 1)7)

Foo B 1 2y (DT
[ = G G U - ) =

10-a)
Ve eR, Fy(r)=P(X —-0<z)=P(X <z+0)=Fx(z+90).
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Vz €R, Fy(z) = % + %Arctan(m) : Y suit la loi de Cauchy ¢

b)

Déterminons une densité de Sy = Y; +Y, On peut appliquer le produit de convolution
car I'une au moins des densités de Y; et Y, est bornée.

fyl( )fyz(l' - t)dt

Vo € Ru sz(x)

=1 L
o1 + 21+ (x — 1)
271— 2 1 d, N , s 7
- , = — =2 apres le résultat précédent
2 P TR 4T Tt g P P
V. R, F
T € 52 oot2 + 4
27r oo(Wdt on pose u =g ; changement licite
2

1 p 1 1
%/001 n uzdu = %(Arctan(%) + g)

Vo € R, Fy(2) = P(52 <) = P(Sy < 20) = § + £ Arctan(2).

NI

La variable Y, suit la loi de Cauchy C,

c)
Procédons par récurrence : soit H(n) la propriété : la fonction de répartition de S,

1.1 .
est z — 5+ ﬁArctan(%) ;

La propriété H(n) est satisfaite pour n =1 et n = 2.
Supposons H(n) satisfaite pour un entier naturel non nul donné :

Ve € R, Fs,(2) = g + 5 Arctan(§) ; dOHCfsUZ%llz'
+$

2
n

Déterminons une densité de S,; par le produit de convolution.

+oo
JSi () = fs, (x — 1) fr, (t)dt

“+ o0
=L 1 ——dt onposeu:”:gt
oo (L4 £2)(1+ (F57)?)
t=x—nu, dt = —ndu
“+o0
_ 1 / 1 du
w2 1+($—nu)2)(1+u2)
1 _1 n+1
72 / o T2 4+ (n+1)>2
Sn
Fs,.(2) = P(75 <@) = P(Spw < (n+1)z)
(n+1)z
- n+1 1 _
=== [m 7t2+(n+1)2dt on pose u = |
n+l 1 Ca
_1 "
- ?/_oo ™
= % + %Arctan(x)
Y .41 suit la loi de Cauchy Co.
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La propriété H(n) est héréditaire et par principe du raisonnement par récurrence,

vn € N*, Y, suit la loi de Cauchy Cy

d)

La loi faible des grands nombres ne s’applique pas car Y,, n’admet pas d’espérance
d’apres 7-a).

11-a)
N=12000 ; n=200
A=cauchy(Nn)
Moyemp=sum(A)/(N*n)
x=(-8:0.5:8)
histplot(x,Moyemp)
histplot(a,A(:,1)

b)

Ces deux histogrammes tendent a prouver que Y, suit la loi de Cauchy Cj.

12-a)

AN|[Z = 1] est 'évenement : 7 il n’y a qu'un seul indice i tel que z < X; < = + h,

c’est-a-dire que X,,,, appartient & |z, 2z + h[ et c’est la seule variable.
Il y a donc n variables X; parmi les 2n + 1 pour lesquelles (X; < z) ; parmi les n + 1
autres, chacune peut jouer le role de X,,;; et les n autres vérifient X; >z + h.

B peut s’écrire : (il existe n variables X; / X; < z) et (il existe une variable X; parmi
les n + 1 restantes telle que Xj, € ],z + h[) et les n variables restantes appartiennent
a [z + h,+oo[. Par indépendance des variables,

n+1
n

P(B) = (n+1) ( ) (Fx(@))"(Fx(x + h) — Fx(2))(1 - Fx(x + b)"

b)
Comme [Z > 1] est réalisé dans 4, A = (AN[Z = 1)) U (An[Z > 2]). Donc, par
incompatibilité des deux évenements,
P(A) = P(B) + P(AN|Z > 2))
P(A)— P(B) = P(AN[Z > 2)

Notons Cy I’évenement : 7 il y a exactement k variables X; dans 'intervalle [z, z+h] " et
Ay 1’évenement 7 les autre variables se répartissent de maniere que X,,,; appartienne

a [z, 2+ hl.
2n+1
AN[Z >2] = U ArNCy. Les évenements de I'union sont incompatibles deux a deux,
k=2
donc
2n+1 2n+1
P(J Cendy) =D P(CrnAy)
k=2 k=2
or, par indépendance des variables
2n+1 2n+1 2n+1
Y P(CknAy) = P(Cy)P(A) =Y (Fx(z+h)— Fx(x))*P(Ay)
k=2 k=2 k=2
2n+1
= (Fx(z+h) — Fx(2))? ) (Fx (2 +h) = Fx(2))* *P(4)
k=2

Or (Fx(z +h) — Fx(x)) € [0,1], donc 0 < (Fx(x + h) — Fx(x))*=2 < 1.

D’autre part, A; est 'union d’évenements de la forme : si I'on note r le rang
de X,.; parmi les k variables qui sont dans [z,z + A], alors il y a dans cet
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intervalle, r — 1 variables inférieures ou égales & X, .1, donc i = n — r 4+ 1 variables
appartenant a | — oo, 42| (cela donne n variables inférieures ou égales & X,,.1) ; les
autres variables étant dans [z + h,+oo[. Notons s le nombre de ces variables, on a
2n+l=n—r+1l4+k+s<s=n+r—k.

k—1 k—
P(Ap) =Y (Fx(2)" (1 = Fx(z + h)""~ Z ynorEL
r=1 r=1
k—1
Notons P, = » (Fx(x))""*', on obtient donc
2n+1 ! 2n+1
P(J Cendy) < (Fx(z+h)—Fx(2)? Y (Fx(z+h) - Fx(x))* P (Ay)
k=2 k=2
2n+1
< (Fx(z +h) = Fx(2))* ) P(Ay)
2’;?21
< (Fx(z+h) Z Py

2n+1
Remarquons que P, ne dépend pas de h; par suite, en posant K = Z Py,

Il existe un réel K indépendant de h tel que P(A) — P(B) < (Fx(z +h) — Fx(2))?K

c)
Xpt1 = gni1(X1,. .., Xong1), done d’aprés Phypotheése, X,,41 est une variable & densité.

P(B)=Px < X, <z+h)= Fe (@+h)=Fg (o)

D’apres la question a),
P (ot )= Py @) = (4 0) (251 ) (@) (P4 1) = Fe(0)(1 = Fx(a+1)”

@) = tim PB) _ i (2”“) (P (@) (TN =@y ey la

T @ h—0 h—0 n h
fonction Fx est continue sur R, donc %imo (1—Fx(x+h))" = (1- Fx(x))". Par conséquent,
—

2 1
P @) =000 (271 ) (Bxl) (1 - Fe()fx (o)

13-a)
D’apres la question 8-a), Fy(z) = % + %Arctan(m —0). Pour z > 0,
Fx(z) = % + %(% - Arctan(ﬁ)) =1-1 Arctan(m ) d’apres 6-d).
$ETOOFX(m) =1« Fx(x) ol 1

1 1 1
1 — Fix(z) = = Arctan( _9) ) T
fx(z) = %* ~ —L_. Par suite

1+ (z —0)? (+00) ma?

2n+1 1\" 1 2n+1 1 1
5040 (7) i (n+1)< n ><”> 7m2><x—(n+1)< n >7T”+1x”+1'

B"’L

1
Tfs T ~ B, .
| an+1( )| (400) |x‘n+1
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—1 “+o00
n>1= L gz et — L4z convergent d’aprés le critére de Riemann.
| T ‘n+1 1 ‘ x |n+1

—1
Par équivalence des fonctions continues positives, les intégrales / |2fx, ., (x)|dz et

+oo
[ et @l
1

— 00

+oo
L’intégrale / 2fx, ., (z)dz est absolument convergente ; X, admet une espérance

— 0

b)
X,+1 est une variable aléatoire dont la loi dépend du parametre 6.

X,4+1 est un estimateur de 6.

c)

Par le théoreme du transfert qui s’applique puisque |(z —0)f5  (2)| < |zfg  (2)|+

|9f)‘(”+1 ()1,
A +OO
EX,41-6) = [ (x — O)fxnﬂ(m)dx
+oo
=(n+1) (271;_ 1) /_Oo(ac - 9)(% - %Arctan(m - 9))"(% + %Arctan(m —-6)"
1 1
xﬁmdx

I

Posons u = z — 0 ; changement affine, donc licite

A 2n+1Y [+ n
E(Xp1—0) = %(n +1) ( n ) / N fu2 (% - (% Arctanu)2> du.

>w~

L’intégrale converge, la fonction que l'on integre est impaire, donc 'intégrale est
nulle

E(Xp41—0)=0<= E(X,41) =0 ; X, est un estimateur sans biais de ¢

d)
2An ~ B, 1n'
€ f +1(‘T) (+00) |J}|
X,+1 admet une variance si et seulement si n > 2.
14-a)
2n+1 n
Rappelons que [, (@)= 71r(n+1)< nn >H(;W(}1 - (%Arctan(xfe))z) .
. _ -1 1 1_ /1 —r—m2)”
anH(QH t) Z(n+1) < )1+ 29—15—9)2(4 (5 Arctan(20 — ¢ 0)))
Y 2n+1\ 1 (1 1 on2)”
— L4 < ) pr R (4 (L Arctan(o t)))
=1 2n+1 1 1_ 1 ENTAR
— L+ < )1+t—0) (4 (£ Arctan(t 9)))

VeeR, fg  (20—t)=fg (t)

P([| Xni1 =0 >e]) = P([Xps1—0>e]) + P([Xpp1 — 0 < —¢])
=1-Fg (@+¢)+ Fy . (0 —¢)
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1—Fg,

= fx i, (20— t)dt on pose u =260 — ¢

~+o0 —

fe (0-tydt =— fXWH()

O+¢ nHt

(0 —) donc

Ve >0, P([|Xnp1 — 0| >¢]) =2F;  (0—¢)

b)
9 1 O—e
Fg  (0-¢)=(n+1) ( ”; ) L (3- # Arctan®(z — a))nmdx.

Posons A(n) = (n+1) (Qn; 1)

A(n) :(n+1)<2”+1 =W

utilisons la formule de Stirling,

Aln) (2n 4 1)2 et D1 (2n + 1)
n ~

(+00) n?ne=2"2mn
2n+1\2n -1 2yTn
o (= —=)"e (2n+1) 5

(271 +1 )Qne—l 2\/ﬁ
(400) n T

(2ot 1y _ (2(1 o)) = 4" expn(n(1+ )

hm 2nIn(l + 5 Ly _ Qn% = 1. Par continuité de l’exponentielle au point 1,
TLA) o0
1 n 1 n
nll}gloo exp(2n(In(1 + %))) = e, donc = 4" exp(2n(In(1 + %))) o ed".
A(n) ~ 64"6*1M = 4”M
(+00) e e
0—¢
Posons[n:/ L1 avetan?(z —0))"——L1  _da.
_00(4 = rctan®(x — 6)) 1+(x_9)2x
L’idée est de majorer I, par une expression qui contient 4n = L oy n}rl) On aura
alors une majoration de 4,1, par une expression qui tend vers 0 quand » tend vers
+oo. Le terme l ou L provient vraisemblablement de I'intégration de la puissance
n.
11 > 1
B z

posons u =z — 6 ; le changement est affine, donc licite.

11 2, vy 1 Y11 20 vyn_ 1
I, :/ (Z—EArctan (u)) 1+u2du:/6(ZfPArctan (u)) 1

sdu car la fonction

0o +u
que l'on integre est paire.
Posons alors v = i - % arctan®(u). Le changement est C?, bijectif sur R, donc licite.

™
2

dv = _%%n(zu)du <= du 5 = S N S ) Or arctan(u v, donc

72 14w 1+u 2 arctan(u)
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du 72

_du a1 T 1
2= 72 )
1+u W‘/%—v %—v

u € [e,+00] = arctan(u) [arctan(e),%[ par stricte croissance de arctan. Donc

€
%[, par suite v € ]0 1_

1
' 7 ?arctanQ(E)].

% arctan®(u) € [% arctan?(e),
7r 7r

Posons a = L arctan? (e).

1_
p -

ot
1
4
1

0<v<a<:>0<1— <7-v<jg ; donc \/1—v2\/}l—a>0par stricte croissance

1, 7r ———dv.

w\ﬁ
»-N»—' <
3

|

S]

4
de la fonction racine carrée sur R’; puis

L - 1 par stricte décroissance de la fonction inverse sur R*.
R
Onaalors — % < %" sans probléme puisque v™ > 0 ; les bornes d’intégration

1 - 1
7T\/4—’U 7T\/4—CL

sont dans l'ordre croissant, donc Z / f < 5 / v dv. (14.b)
SN
/O(Lndv = n}rla"H = %H(i - %arctan ()"t < 4n+1 n+1
L’égalité (14.b) donne : 0 < I, < B4nl+1 ~ Jlr ;> en posant B = %%
7@
Or Fyg...(0—¢)=A(n)I, ce qui donne I'encadrement :
0<Fg , (0-¢)< BA(n)W- (14.b.1)
Aln) (+50) 4n2\>/7?ﬁ’ donc A(H)W (+00) 2f 4n1+1 nJlrl 2\1/7? n\{rﬁl'
Conclusion : ngrfoo 5 fn\/fl =0= ngrfoo A(n)m =0

L’encadrement (14.b.1) donne lim Fy (0 —¢)=0.
n—+oo n+1

Or P([|Xny1 — 0] > ¢]) = 2Fg . (0 —¢), donc

llff P([| Xps1 — 0] > ¢]) = 0. La suite (X,41) converge en probabilité vers ¢

c)

La convergence en probabilité implique la convergence en loi, donc

la suite (X,1) converge en loi vers la variable certaine égale a ¢

15-a)
Fw,,,(2) = P2 (%, —0) <) = P(X

™

p1 < T4 =F, (—ZE 4
=9 o1 ) X"+1(2\/2n—|— 1

Il n’y a aucun probleme de dérivation, donc
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T T
= 5 +0
an+1(17) szXn_H(2\/m )
2n+1 1 1 2 T " 1
Vr € R, —_n+l <f——A 1 ) ( )
reR )= mar o ) e e =s)) (e
4(2n + 1)
b)
. . 2n+1 2y/n
On vient de voir que (n+1 ( > ~ 4V
que (n+ () YR
1 1 2 T " 1 4 2 T "
TN PRI S L WO
(4 72 Arctan” (557 7==) 72 Arctan” (577 7==)
4 2 T " 4 2 T
4 2 T 4 2 T
In(1 — = Arctan®(———2— ~ —n— Arctan®(——=2—
nin(l =5 Grmst) & e W e
. _4n w2z?
(+o0)  m 4(2n+1)
~ — nx2 ~ —x—Q
(+o0) 2n+1 4oy 2
2
Donc 1 In(1 — 4 Arctan?(—ZZ__)) = —Z~ - par continuité de 'exponentielle au
Jim (1 = & Aretan?(TE ) =~ p p
2 2
oint — L. i In(1—-4 Arctan?(—ZZ__))) = —Z). Ce qui peut s’exprimer
p 9 n—l>r-&I-1<>o eXp(n Il( 71_2 rcran (2\/m>)) exp( 2 ) q p p
: 4 2 T x2
aussl In(1 — = Arctan®(—=—=2— ~  exp(—=%).
exp(nin(1 - 4 A=), (=)
4 2 T " 22
1 — = Arctan®(———=—— ) ~ exp(—%).
( 72 (2\/2n+1) (+00) p(—7)
. . 2n+1 2+/n
On vient de voir que 1 ~ 4"2¥2 donc
que (n+ () YR
n+1 2n+1 (1 1N 2 T )"( 1 )
—t 7 — = Arcta ~
2\/2n+1< n ) g Arctan (5o =) Ly %) ()
4(2n+1)
2vyn 1 1 22
g2V 1 L 20y,
VT 2v2n4 p(=3)
n+1 2n+1 (1 LA 2 T )"( 1 ) 1 2
———— &+ — —5 Arctan ~ ——exp(—%5
2\/2n+1< n > 17 72 Gyt L2’ (4e) Vor (=)
4(2n +1)

c)
On cherche a >0 / P(X,11 —a<0< X,0)=1-a

Xn+1fa§9§)zn+1a <:>fa§f(n+179§a
7TW7l+1

<— g < — <
a_2\/2n+1_a
_Za\/Zﬂ_nJr 1 < Wiy < 2as/2ﬂ_n+ 1

P(Xpi1 —a <0< Xniia) = (I)(Qai VQ”H) _ @(_2‘17 VQ”H) — QQ(L \/2”“) 1

™ ™ ™

On veut donc avoir

2‘1’(2(“/277”—’_1)—1:1—(1 (I)(Zas/%rn—i—l):l_% 2a\/27rn+1:ta.
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tom
Donc a = —2o— .
2v2n +1
. 5 tom 5 tom
L’intervalle [X,4; — —2—— X, 41 + —2=——] est
X1 W1 " T 9 At 7]

un intervalle de confiance de 6 au seuil 1 — «
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